
习题课 1 · 概率论与数理统计

复旦大学经济学院　ECON130001

作业讲解与微积分复习
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前 45 分钟：作业讲解

习题 1-2（概率的性质、古典概型、几何概型）：1、3、5、7、9、111

习题 1-3（条件概率、乘法法则、全概率公式、贝叶斯定理）：2、4、6、11、12、132

习题 1-4（独立性）：4、6、103

重点讲四道：1-2 第 11 题、1-3 第 4 题、1-3 第 12 题、1-4 第 10 题。
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习题 1-2 第 1、3 题：概率的性质

第 1 题

， ， 。求 (1) ， ；

(2) ；(3) ；(4) ；(5) ，

。

第 3 题

， ， 。求 

与 。
A ⊂ B P (A) = 0.4 P (B) = 0.6 P ( )A P ( )B

P (AB) P (A ∪ B) P ( B)A P ( )AB

P ( A)B

解

关键：  时 ， 。

(1) ， ；　(2) ；　(3) 

；

(4) ；

(5) ，

。

A ⊂ B AB = A A ∪ B = B

0.6 0.4 P (AB) = P (A) = 0.4 P (A ∪

B) = P (B) = 0.6

P ( B) =A P (B) − P (AB) = 0.2

P ( ) =AB 1 − P (A ∪ B) = 0.4 P ( A) =B P (A) −

P (AB) = 0

P (A) = 0.5 P (B) = 0.7 P (A ∪ B) = 0.8 P (B − A)

P (A − B)

解

先求交： 。

，

。

P (AB) = P (A) + P (B) − P (A ∪ B) = 0.4

P (B − A) = P (B) − P (AB) = 0.3 P (A − B) = P (A) −

P (AB) = 0.1

，不是 。后者

只在  时成立（第 1 题正是这种情形）。
P (B − A) = P (B) − P (AB) P (B) − P (A)

A ⊂ B
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习题 1-2 第 5、7 题：排列计数

第 5 题

书架上有一部五卷册的文集，求各册自左至右或自右
至左恰好排成自然顺序的概率。

第 7 题

 个朋友随机地围绕圆桌就座，求其中指定的两个人
座位相邻的概率。

解

五册的排法共  种，等可能；符合要求
的只有正序、倒序 2 种：

A ​ =5
5 5! = 120

P = ​ =
120
2

60
1

n

解

先让甲坐下。乙在其余  个座位上等可能，其中
与甲相邻的有 2 个：

验算：  时概率为 1——三人围坐，任意两人都
相邻。

n − 1

P = ​ (n ≥
n − 1

2
3)

n = 3
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习题 1-2 第 9 题：抽检中的次品数

题

设有  件产品，其中  件次品，从中任取  件。(1) 求恰有  件次品的概率（ ）；(2) 求至少有 2 件次品

的概率。
N M n k k ≤ min{M ,n}

解

(1) 从  件中取  件，共  种取法；恰有  件次品，即从次品中取  件、从正品中取  件：

(2) 「至少 2 件」的对立事件是「0 件或 1 件」：

N n C ​N
n k k n − k

P = ​

C ​N
n

C ​ C ​M
k

N−M
n−k

P = 1 − ​

C ​N
n

C ​ + C ​ C ​N−M
n

M
1

N−M
n−1

「至少……」类问题，先看对立事件是否更简单：这里正面要加  许多项，反面只有两项。2, 3, …
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习题 1-2 第 11 题：两艘船停靠泊位

题

两艘船都要停靠同一泊位，它们可能在一昼夜（24 h）的任意时刻到达，停靠

时间分别为 1 h 和 2 h。求有一艘船需要等待的概率。

正方形中的每个点，对应两艘船的一种到达情况

一种到达情况，就是正方形里的一个点

记停 1 h 的船在  时到达，停 2 h 的船在  时到达。点  落在正方形

 内，落在任一区域的概率与该区域的面积成正比（几何概型）。
x y (x, y)

[0, 24]2
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第 11 题（续）：什么时候需要等待

什么时候需要等待

停 1 h 的船先到：它在  时离开，另一艘在此之前到达就要等，即
。例如它 8:00 到，另一艘 8:30 到，要等半小时。

停 2 h 的船先到：它在  时离开，即 。例如它 8:00
到，另一艘 9:30 到，仍要等。

合起来： ，即右图的阴影带。

阴影带：需要等待

x + 1

x ≤ y < x + 1

y + 2 y ≤ x < y + 2

x − 2 < y < x + 1
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第 11 题（续）：用面积算概率

算面积

直接算阴影带不方便，改算带外的两个三角形：

：左上的三角形，直角边 ；

：右下的三角形，直角边 。

带外两个三角形：不需要等待

y ≥ x + 1 24 − 1 = 23

y ≤ x − 2 24 − 2 = 22

P = 1 − ​
=

242

​ ⋅ 23 + ​ ⋅ 222
1 2

2
1 2

​ ≈
1152
139

0.121
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习题 1-3 第 2、4 题：条件概率的两种算法

第 2 题

， ， ，求  及 。P (A) = 0.5 P (B) = 0.6 P (B ∣ A) = 0.8 P (AB) P ( )AB

解：乘法法则 ； 。P (AB) = P (A)P (B ∣ A) = 0.4 P ( ) =AB 1 − P (A ∪ B) = 1 − (0.5 + 0.6 − 0.4) = 0.3

第 4 题

掷两颗骰子，已知点数之和为 7，求其中有一颗为 1 点的概率。分别用条件概率的定义、样本空间的收缩计算。

方法一：定义

记 ＝点数之和为 7， ＝有一颗为 1 点。 ；

， ：
A B P (A) = ​36

6

AB = {(1, 6), (6, 1)} P (AB) = ​36
2

P (B ∣ A) = ​ =
P (A)
P (AB)

​

3
1

方法二：样本空间的收缩

已知和为 7，样本空间收缩为 6 个结果：
。其中有 1 点的 2

个：
(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)

P = ​ =
6
2

​

3
1
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习题 1-3 第 6 题：波利亚模型

题

袋中有  个红球、  个白球。每次任取一球，观察颜色后放回，并再放入  个与取出的球同色的球。连续取球四次，求第

一、二次取到红球且第三、四次取到白球的概率。
r t a

解

记 ＝第  次取到红球。由乘法法则：A ​i i

P (A ​A ​ ​) =1 2A3A4 P (A ​)P (A ​ ∣1 2 A ​)P ( ​ ∣1 A3 A ​A ​)P ( ​ ∣1 2 A4 A ​A ​ ​)1 2A3

= ​ ⋅
r + t

r
​
⋅

r + t + a

r + a
​ ⋅

r + t + 2a
t

​

r + t + 3a
t + a

这个模型描述什么

取到红球后，袋中红球变多，下一次再取到红球的可能性随之增大：某种结果出现得越多，就越容易再出现。这个模型由
Eggenberger 与 Pólya 于 1923 年提出，最初用来描述传染病的传播：已出现的病例越多，下一个人被感染的可能性越

大。
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习题 1-3 第 11 题：信号传输

题

两种信息分别编码为  和  传送。  被误收作  的概率为 0.02，  被误收作  的概率为 0.01；  与  传
送的频繁程度之比为 。若接收站收到的是 ，求原发信息也是  的概率。

X Y X Y Y X X Y

2 : 1 X X

解

记 ＝发出 ， ＝收到 。已知 ， ， ， 。由

贝叶斯定理：
A X B X P (A) = ​3

2 P ( ) =A ​3
1 P (B ∣ A) = 1 − 0.02 = 0.98 P (B ∣ ) =A 0.01

P (A ∣ B) = ​ =
0.98 × ​ + 0.01 × ​3

2
3
1

0.98 × ​3
2

​ =
1.97
1.96

​ ≈
197
196

0.995

题目给的是误收的概率 0.02，分子要用的是正确接收的概率 。1 − 0.02 = 0.98
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习题 1-3 第 12 题：两箱零件

题

第一箱 50 件，其中 10 件一等品；第二箱 30 件，其中 18 件一等品。任挑一箱，从中不放回地依次取两件。求：(1) 第
一次取出一等品的概率；(2) 已知第一次取出一等品，第二次仍是一等品的概率。

解

记 ＝挑中第一箱， ＝第  次取到一等品。

(1) 全概率公式： 。

(2) ，

H A ​i i

P (A ​) =1 ​ ⋅2
1

​ +50
10

​ ⋅2
1

​ =30
18 0.4

P (A ​A ​) =1 2 ​ ⋅2
1

​ ⋅50
10

​ +49
9

​ ⋅2
1

​ ⋅30
18

​29
17

P (A ​ ∣2 A ​) =1 ​ =
P (A ​)1

P (A ​A ​)1 2
​ ≈

1421
690

0.486

常见错误

写成 。错在仍用  给两箱加权：第
一次取到一等品之后，挑中哪一箱的可能性已经变了。

按贝叶斯定理更新： ， ，于

是 ，与左边一致。

​ ⋅2
1

​ +49
9

​ ⋅2
1

​ ≈29
17 0.385 ​2

1

P (H ∣ A ​) =1 ​4
1 P ( ∣H A ​) =1 ​4

3

​ ⋅4
1

​ +49
9

​ ⋅4
3

​ ≈29
17 0.486
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习题 1-3 第 13 题：一道证明

题

设 、  为两个事件，若 ，证明 。A B P (A ∣ B) = 1 P ( ∣B ) =A 1

证

由  得 。于是

（题中隐含 、 ，否则两个条件概率没有定义。）

P (A ∣ B) = ​ =
P (B)
P (AB)

1 P (AB) = P (B)

P ( ∣B ) =A ​ =
P ( )A
P ( )AB

​ =
1 − P (A)

1 − P (A ∪ B)
​ =

1 − P (A)
1 − P (A) − P (B) + P (AB)

​ =
1 − P (A)
1 − P (A)

1

P (B) > 0 P (A) < 1

可以对照逻辑里的逆否命题来理解：「  发生则  发生」与「  不发生则  不发生」是同一件事。B A A B
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习题 1-4 第 4、6 题：独立性

第 4 题

 与  相互独立， ， 。求 (1)
；(2) ；(3) 。

第 6 题

三人独立地破译一份密码，各人能译出的概率分别为
、 、 。求至少一人能译出的概率。

A B P (A) = α P (B) = β

P (A ∪ B) P (A ∪ )B P ( ∪A )B

解

、  独立时，  与  也独立。

(1) ；

(2) ；

(3) 。

A B A B

α + β − αβ

α + (1 − β) − α(1 − β) = 1 − β + αβ

P ( ∪A ) =B 1 − P (AB) = 1 − αβ

​5
1

​3
1

​4
1

解

对立事件是「三人都译不出」：

P = 1 − ​ ⋅
5
4

​ ⋅
3
2

​ =
4
3

1 − ​ =
5
2

​

5
3

用三个事件的加法公式要算七项，结果相同；取对立
事件只需一行。
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习题 1-4 第 10 题：先下手为强

题

甲、乙两人射击水平相当，约定轮流对同一目标射击，直到有人命中为止，命中的一方获胜。先射击的一方是否一定占
优？为什么？

解

设每次命中的概率为 ，记 （ ）。甲先射，甲在第 1、3、5、…… 次射击时命中才获胜，此前各次都未

命中：

因为 ， ：先射击的一方一定占优。

p q = 1 − p 0 < q < 1

P (甲胜) = p + q p +2 q p +4 ⋯ = ​ =
1 − q2

p
​

1 + q

1

P (乙胜) = qp + q p +3 ⋯ = ​ =
1 − q2

qp
​

1 + q

q

q < 1 ​ >1+q
1

​1+q
q

求和用的是等比级数，公比是 ，不是 。q2 q
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后 45 分钟：第 5 讲起要用的微积分

复合函数求导：链式法则1

变上限积分的求导：积分上限是变量时，怎样对它求导2

分部积分：乘积形式的被积函数怎样积分3

二重积分：画图、求交、定限，化成两次定积分（本节重点）4

从第 5 讲起，计算的主要工具会从排列组合换成积分与求导。今天逐一复习这四项基本功，每一项都按「法则
→ 例题 → 练习」展开。
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复合函数求导：链式法则

法则

若 ，  都可导，则y = f(u) u = g(x)

​ =
dx
dy

f (u) ⋅′ g (x) =′ f (g(x)) g (x)′ ′

要点

外层函数求导（里面原样保留），再乘内层函数的导数。

注意符号

内层函数递减时，它的导数是负数：  时 ，  时 。这个负号要一并乘进去。u = −x u =′ −1 u = ​

x

1
u =′ − ​

x2

1
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例：用链式法则求导

例 1　

第一步　分层：外层 ，内层 。

第二步　各自求导： ， 。

第三步　相乘，把  代回：

y = ​1 + x2

f(u) = ​u u = 1 + x2

f (u) =′
​

2 ​u

1
u =′ 2x

u

y =′
​ ⋅

2 ​1 + x2

1
2x = ​

​1 + x2

x

例 2　 （ ）

第一步　分层：外层 ，内层 。

第二步　各自求导： ， 。

第三步　相乘，把  代回：

y = e1/x x = 0

f(u) = eu u = ​

x

1

f (u) =′ eu u =′ − ​

x2

1

u

y =′ e ⋅1/x ( − ​ ) =
x2

1
− ​

x2

e1/x

例 2 的内层函数  递减，导数为负，结果带一个负

号。
x

1
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练习 1：求导数

题

(1) ；　(2) ；　(3) （ ）。e−2x ln(1 + x )2 sin ​

x

1
x = 0

解

(1) 外层 ，内层 ： 。

(2) 外层 ，内层 ： 。

(3) 外层 ，内层 ： 。

eu u = −2x e ⋅−2x (−2) = −2e−2x

lnu u = 1 + x2
​ ⋅

1 + x2

1
2x = ​

1 + x2

2x

sinu u = ​

x

1
cos ​ ⋅

x

1
( − ​ ) =

x2

1
− ​ cos ​

x2

1
x

1
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练习 2：抽象函数的求导

什么是抽象函数

设  可导，但不知道它的具体表达式，只把它的导数记作 ，即 。链式法则照样适用：外层是 ，外层求导就得到

。例如 。
F f F =′ f F

f [F (2x)] =
′

f(2x) ⋅ 2

题

对 ，求导数：(1) ；　(2) 。y > 0 G(y) = F ( ​) −y F (− ​)y H(y) = 1 − F ​(
y

1 )

解

(1) 。

(2) 。

两题各有两个负号相乘：一个是式子本身的减号，一个来自递减的内层函数（  与 ）。

G (y) =′ f( ​) ⋅y ​ −
2 ​y

1
f(− ) ⋅y ( − ​ ) =

2 ​y

1
​

2 ​y

f( ​) + f(− ​)y y

H (y) =′ −f ​ ⋅(
y

1 ) ( − ​ ) =
y2

1
​ f ​

y2

1 (
y

1 )

− ​y ​

y

1
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变上限积分及其求导

什么是变上限积分

 的积分上限是变量 ，积分的结果随  变化，所以  是  的函数。积分变量写成 ，是为了

和上限  区分开。

Φ(x) = ​ f(t) dt∫
a

x

x x Φ x t

x

求导公式（  连续）

① 

即：对上限求导，就是把上限代进被积函数。

f

​ ​ f(t) dt =
dx
d

∫
a

x

f(x)

例

。验算：先积分， ；再求导，得 ，两者一致。
​ ​ cos t dt =

dx
d ∫

0

x

cosx ​ cos t dt =∫
0

x

sinx cosx
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上限或下限是函数时

两个公式（  连续， 、  可导）

② ：上限是函数时，代入后再乘它的导数。

③ ：下限也变时，减去下限那一项。

f u v

​ ​ f(t) dt =
dx
d ∫

a

u(x)

f(u(x))u (x)′

​ ​ f(t) dt =
dx
d ∫

v(x)

u(x)

f(u(x))u (x) −′ f(v(x)) v (x)′

为什么

② 就是链式法则：外层是公式①，内层是 。③ 由  拆成两个②。u(x) ​ =∫
v

u

​ − ​∫
a

u

∫
a

v

例

（公式②， ）。

验算：先积分， ；再求导，得 ，两者一致。

​ ​ e dt =
dx
d ∫

0

x2

−t e ⋅−x2
2x u = x2

​ e dt =∫
0

x2

−t 1 − e−x2
2xe−x2
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练习 3：变上限积分的求导

题

(1) ；　(2) ；　(3) （ ）。
​ ​ e dt

dx
d ∫

0

2x
t2

​ ​ t dt
dx
d ∫

x

1
2

​ ​ cos t dt
dy
d ∫

− ​y

​y

y > 0

解

(1) 公式②， ： 。  没有初等原函数，但求导不必先积出来。

(2) 下限是变量：先对调上下限， ，导数为 。

(3) 公式③： 。验算：原积分等于 ，求导得同一结果。

(3) 与练习 2(1) 是同一件事： 。

u = 2x e ⋅(2x)2
2 = 2e4x2

et
2

​ t dt =∫
x

1
2 − ​ t dt∫

1

x
2 −x2

cos ​ ⋅y ​ −
2 ​y

1
cos(− ​) ⋅y ( − ​ ) =

2 ​y

1
​

​y

cos ​y
2 sin ​y

F ( ​) −y F (− ​) =y ​ f(t) dt∫
− ​y

​y
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分部积分：公式

公式

定积分： 。

u dv =∫ uv − v du∫

​ u dv =∫
a

b

[uv] ​ −
a

b
v du∫

a

b

公式从哪里来

乘积求导 ，两边积分，再移项。所以分部积分就是乘积求导法则倒过来用。(uv) =′ u v +′ uv′

怎样选 

 选求导后变简单的（如 、 、 ）；  选容易积分的（如 、 、 ）。

u

u x x2 lnx dv e dxx sinx dx cosx dx
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例：分部积分

例　求 

第一步　选取： ， 。

第二步　求出  与 ： ， 。

第三步　代入公式：

验算： 。

xe dx∫ x

u = x dv = e dxx

du v du = dx v = ex

xe dx =∫ x xe −x e dx =∫ x (x − 1)e +x C

[(x − 1)e ] =x ′
e +x (x − 1)e =x xex

选反了会怎样

若取 ， ，则 ：

剩下的积分里  的次数从 1 升到 2，比原来更难。

u = ex dv = x dx v = ​

2
x2

xe dx =∫ x
​e −

2
x2

x
​e dx∫

2
x2

x

x
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练习 4：分部积分

题

(1) ；　(2) ；　(3) ；　(4) 。x cosx dx∫ lnx dx∫ ​ xe dx∫
0

1
−x x e dx∫ 2 x

解

(1) ， ： 。

(2) 被积函数只有一项时，可以取 。 ， ： 。

(3) 定积分的边界项也要代入上下限。 ， ： 。

(4) 用两次：取 ，得 ；后一项就是上一页的例题，结果为 。

u = x v = sinx x sinx − sinx dx =∫ x sinx + cosx + C

dv = dx u = lnx v = x x lnx − x ⋅∫ ​ dx =
x

1
x lnx − x + C

u = x v = −e−x [ − xe ] ​ +−x
0
1

​ e dx =∫
0

1
−x −e +−1 (1 − e ) =−1 1 −

e

2

u = x2 x e −2 x 2 xe dx∫ x (x −2 2x + 2)e +x C
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二重积分：化成两次定积分

从几何概型说起

第 2 讲的几何概型里，概率是面积之比，而区域  的面积就是 。被积函数换成一般的 ，计算方法不

变。

D ​ 1 dx dy∬
D

f(x, y)

计算方法：先对一个变量积分，再对另一个

若  可以写成 ， ，则

内层对  积分时，把  看成常数；内层积完只剩 ，再对  积分。

D a ≤ x ≤ b φ ​(x) ≤1 y ≤ φ ​(x)2

​ f(x, y) dx dy =∬
D

​ ( ​ f(x, y) dy)dx∫
a

b

∫
φ ​(x)1

φ ​(x)2

y x x x
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定限三步

每道二重积分都按这三步做

1. 画图：把所有约束画在同一张图上。

2. 求交：区域由几组约束共同给出时，先求出公共部分。

3. 定限：先定外层变量的范围；再在图上任取外层变量的一个值，看对应的竖条（或横条）从哪条线进入区
域、从哪条线离开，读出内层变量的上下限。

两条检查

外层变量的上下限必须是常数；内层变量的上下限可以含外层变量，但不能含内层变量本身。

换一种积分次序再算一遍，结果必须相同。
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例（一）：先对  积分

题

 是以 、 、  为顶点的三角形，即 。求

。

本页用橙色竖条：先对  积分

y

D (0, 0) (1, 0) (1, 1) 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

​ xy dx dy∬
D

解

第一步　画图：见右图。

第二步　定限：外层  从 0 到 1；对每个 ，橙色竖条从  进入区域、到

 离开，所以  从 0 到 。

第三步　内层（  看成常数）： 。

第四步　外层： 。

x x y = 0

y = x y x

x ​ xy dy =∫
0

x

x ⋅ ​ =
2
x2

​

2
x3

​ dx =∫
0

1

2
x3

​

8
1

y
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例（二）：同一道题，先对  积分

解

第二步　定限：外层  从 0 到 1；对每个 ，绿色横条从  进入区域、到

 离开，所以  从  到 1。

第三步　内层（  看成常数）： 。

第四步　外层： 。

本页用绿色横条：先对  积分

x

y y x = y

x = 1 x y

y ​ xy dx =∫
y

1

y ⋅ ​

2
1 − y2

​ ​ dy =∫
0

1

2
y − y3

​ ( ​ −
2
1

2
1

​ ) =
4
1

​

8
1

两种次序的积分限完全不同，结果必须相同。算完一种、再用另一种验算，可

以检查定限是否正确。
x
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练习 5：两种次序，两套积分限

题

设 。

(1) 求常数 ，使 ；

(2) 固定 、沿竖条对  积分，得到 ；固定 、沿横条对 

积分，得到 。

橙色竖条：  从  到 1；绿色横条：  从  到 

D = {(x, y) : x ≤2 y ≤ 1}

c ​ cy dxdy =∬
D

1

x y g(x) y x

h(y)

解

(1) ，故 。

(2) 竖条： ， 。

​ dx ​ y dy =∫
−1

1

∫
x2

1

​ ​ dx =∫
−1

1

2
1 − x4

​

5
4

c = ​

4
5

g(x) = ​ ​y dy =∫
x2

1

4
5 (1 −8

5 x )4 −1 ≤ x ≤ 1

y x2 x − ​y ​y

横条： ， 。

两次积分的限完全不同；算  时，  的那一半不能漏。

h(y) = ​ ​y dx =∫
− ​y

​y

4
5

​ y2
5 3/2 0 ≤ y ≤ 1

h(y) x < 0

31



练习 6：求交之后，换个次序就不用分段

题

沿用练习 5 的  与 ，求 。

下边界在原点处由  转为 

D c = ​4
5

​ ​y dxdy∬
D∩{y≥x}

4
5

解一：先对  积分，要分两段

 时  自动成立，下限是 ；  时 ，下

限是 。

y

x < 0 y ≥ x x2 0 ≤ x ≤ 1 x ≥ x2

x

​dx ​ ​y dy +∫
−1

0

∫
x2

1

4
5

​dx ​ ​y dy =∫
0

1

∫
x

1

4
5

​ +2
1

​ =12
5

​12
11

解二：先对  积分，一段即可

对每个 ，  从  到 （因为 ）：

x

y ∈ [0, 1] x − ​y y y ≤ ​y

​dy ​ ​y dx =∫
0

1

∫
− ​y

y

4
5

​ ​ (y +4
5 ∫

0

1
2 y ) dy =3/2

​12
11

y = x2 y = x

定限之前，先比较两种次序：哪一种不用分段，就用哪一种。
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练习 7：交换积分次序

题

计算 。

原次序是橙色竖条，换序后是绿色横条

​ dx ​ e dy∫
0

1

∫
x

1
y2

解

第一步　判断：  没有初等原函数，按给定次序无法积出。

第二步　由积分限画出区域： ， ，即三角形 

。

第三步　按横条重新定限：  从 0 到 1，  从 0 到 ：

交换次序时，积分限要从图上重新读出，不能把原来的上下限直接对调。

ey
2

0 ≤ x ≤ 1 x ≤ y ≤ 1 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

y x y

​ dy ​ e dx =∫
0

1

∫
0

y
y2

​ y e dy =∫
0

1
y2

​

2
e − 1
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